Koordinaten des Hohenschnittpunkts:
Die Hohen eines Dreiecks ABC schneiden einander in einem Punkt S(Sx;Sy).

Die Koordinaten Sx und Sy errechnen sich unter Heranziehung der Koordinaten der Dreieckspunkte A(Ax;Ay),
B(Bx;By) und C(Cx;Cy) wie folgt:

Sx=
((By-Ay)*Cy”"2+((Bx-Ax)*Cx-By"2+Ay”"2)*Cy+(Ax*Ay-Bx*By)*Cx+Ay*By”"2+(Ax*Bx-Ay"2)*By-Ax* Ay*Bx)/
((Bx-Ax)*Cy+(Ay-By)*Cx+Ax*By-Ay*Bx)

oder
2 2 2 2 2
S :(BY—AY)-CY +((By—=Ay)Cyx—=B +A ) Cy+(Ag-Ay—By By )-Cy+ Ay By +(A By — A ) By —A- Ay By
X (By—Ay)-Cy+(Ay—By)-Cy+Ay-By —Ay By
und
Sy=-

(((By-Ay)*Cx-Bx*By+Ax*Ay)*Cy+(Bx-Ax)*Cx"2+(Ax"2-Bx"2)*Cx+(Ay*Bx-Ax* Ay) *By+Ax*Bx"2-Ax"2*Bx)/
((Bx-Ax)*Cy+(Ay-By)*Cx+Ax*By-Ay*Bx)

oder

S :_((BY—AY)~CX—BX~BY+AX-AY)~CY+(BX—AX)~CX2+(AX2— By?)-Cy+(Ay By —Ay-Ay)-By+A B, > —A 2By
Y (By—Ay)-Cy+(Ay—By)-Cy+A By —Ay By

Bei der Gleichung nach Sy das vorangestellte Minuszeichen nicht {ibersehen!
Der Nenner in beiden Gleichungen ist identisch. Also sind Sx und Sy immer dann nicht definiert, wenn der Nenner
gleich Null ist:

(By —Ay)-Cy+(Ay —By) - Cy+A By — Ay -By =0

Dieser Fall tritt ein, wenn 2 Dreieckspunkte identisch sind, es sich also {iberhaupt nicht um ein Dreieck handelt.

Herleitung der Formeln:

Aufgabenstellung:
Herstellung einer Relation zwischen den Dreiecks- (Ax, Ay, Bx, By, Cx und Cy) und den Schnittpunktkoordinaten (Sx
und Sy).

Hohe von A nach a:
Gleichung (1a):

Da die Hohe h, und die gegeniiberliegende Dreiecksseite a definitionsgemdl einen rechten Winkel bilden (orthogonal
aufeinander stehen), ist das Skalarprodukt der Vektoren h, und & gleich Null:

hy-3=0

Der Vektor h, hat zwar nur die Lange der Strecke von S nach A, erreicht also nicht die Seite a, da Vektoren aber in

der Ebene beliebig parallel und gleichgerichtet verschoben werden konnen, ohne ihre Identitét zu &ndern, ist obige
Gleichung gleichwohl zutreffend.

Unter Heranziehung der Formel zur Berechnung des Skalarprodukts aus den Koordinaten der Vektoren
i b= ay-by+ay-by

folgt 1a) h,,-a,+h,,-a, =0



Um diese 4 (unerwiinschten) Variablen zu eliminieren, werden 4 weitere Gleichungen (2a) bis (5a) benétigt, die
einerseits diese 4 Variablen, andererseits auch die 6 Dreieckskoordinaten und die 2 Schnittpunktkoordinaten beinhalten.

Gleichungen (2a) und (3a):

Es ist eine Vektorengleichung aufzustellen, an der der Vektor h, beteiligt ist. Hierzu wird das Dreieck -S-A (,,0° ist

der Koordinatennullpunkt) herangezogen. Um den Vektor vom Nullpunkt nach A zu erhalten, sind der Vektor vom
Nullpunkt nach S und der Vektor h, zu addieren:

-
-

S+h,=A = n,=A-§
==>(2a) h,, =A,—Sy
=>(3a) h,,=A,-S,

Gleichungen (4a) und (5a):

Es ist eine Vektorengleichung aufzustellen, an der der Vektor @ beteiligt ist. Hierzu wird das Dreieck 0- B-C (,,0° ist
der Koordinatennullpunkt) herangezogen. Um den Vektor vom Nullpunkt nach C zu erhalten, sind der Vektor vom
Nullpunkt nach B und der Vektor a& zu addieren:

B+ia=C => a=C-B

==>(4a) a, =C, — By

==>(5a) a, =C, — By

Kombination der Gleichungen (1a) bis (5a) ==> Gleichungen (6a) und (7a):
h

ax ax*th,ya, =0 ==> (A, -8 )-(Cy—By)+(A,—S,):(Cy,—B,)=0

Auflésung nach Sx:
(Ay—Sy)-(Cx—By)=—(A, —8,)-(Cy —By)
==> A Cy— A By =S, Cy+S-By=—(A,—S,)(Cy, - By)

(Ay —Sy)-(Cy —By)

CX_BX

==> Ay (Cy—By) =Sy (Cy—By)=—(A,—S;)-(Cy —=By) ==> A -8, =—

-Sy)-(Cy—By)

CX_BX

A
o (69) Sy = Agr Y

Auflésung nach Sy:
(Ay —Sy)-(Cy = By) =—(Ay —8y)-(Cx — By)

=> A, Cy—Ay-By =Sy Cy+Sy-By =—(Ay — Sy)-(Cx — By)

(A, —S,)-(Cy —By)
==> Ay (Cy—By) =8, (Cy—By)=—(A; = 8,)(Cy—By) ==> A, —-S, =- * CX—BX :

Y Y

(Ay —Sy)-(Cy— B
C,-B

—>(7Ta) Sy = A, + x)

Y Y

Exkurs — alternative Berechnung:



Es sind fiir die Dreiecksseite a und anschlieBend fiir die Hohe ha lineare Gleichungen aufzustellen.
Die allgemeine Form der linearen Gleichung lautet: y = mx + n.
Fiir die Dreiecksseite a mit den Punkten B(Bx; By) und C(Cx; Cy) gilt demzufolge:

By=mBx +n==>n=By- mBx

Cy=mCx+n==>n=Cy- mCx

B, -C

==>By- mBx=Cy- mCx==>By- Cy=mBx-mCx==> m=——"%
By —Cx
. . . . Y CY
Die Gleichung der Dreiecksseite a lautet also y = B._c. X*n
X X

Die Gr6f3e n muss hier nicht ermittelt werden.

Fiir die Steigungen m1 und mz zweier senkrecht aufeinander stehender (orthogonaler) Geraden gilt
(http://de.wikipedia.org/wiki/Lineare Funktion):

By -C B,-C
Die Gleichung der Hohe ha lautet daher y = 77BX — CX X~ &x
y T by

= X+n
CY_BY

‘x+n oder y=

Da der Dreieckspunkt A(Ax; Ay) auf der Hohe ha liegt, kann die GroBe n wie folgt berechnet werden:

B, —C B,—C
Ay=2—2 A +n =>n=A,- 2%

Y CY_BY CY_BY. X

Die vollstandige Gleichung der Hohe ha lautet daher:

B,-C B,-C (B, —Cy)-x —(By—Cy)-A
X X X X X X X X X
y = X+A Ay === y=A,+
CY_BY Y CY_BY X Y CY_BY
B, -C,)-(x—A A, —x)-(C,—B
e yon BTG A) (A% (C By
CY*BY CY*BY

Wenn man nun noch y durch Sy und x durch Sx ersetzt, erhilt man die obige Gleichung

—Sy)-(Cx—By)
C,—B

A
(72) SY=AY+( X
Y

Y

womit bewiesen wire, dass beide Rechenwege zum gleichen Resultat des Hohenschnittpunkts fiithren.

Fortsetzung nach Exkurs:

Da bislang erst eine Hohe untersucht wurde, sind Sx und Sy genau genommen noch keine Schnittpunktkoordinaten,

sondern nur die Koordinaten des dem Punkt A gegeniiberliegenden Endes einer beliebigen Strecke AS auf der Hohe
ha. Um die gesuchten Schnittpunktkoordinaten zu ermitteln, benétigt man eine weitere Dreieckshohe.

Hohe von B nach b:

Gleichung (1b):

Da die Hohe hg und die gegeniiberliegende Dreiecksseite a definitionsgemil einen rechten Winkel bilden (orthogonal
aufeinander stehen), ist das Skalarprodukt der Vektoren hy und b gleich Null:


http://de.wikipedia.org/wiki/Lineare_Funktion

Der Vektor hj, hat zwar nur die Lénge der Strecke von S nach B, erreicht also nicht die Seite b, da Vektoren aber in
der Ebene beliebig parallel und gleichgerichtet verschoben werden konnen, ohne ihre Identitét zu &ndern, ist obige
Gleichung gleichwohl zutreffend.
Unter Heranziehung der Formel zur Berechnung des Skalarprodukts aus den Koordinaten der Vektoren

[ @-b=ay -by+ay-by |

folgt (1b) hgy -by+hy,-b, =0

Um diese 4 (unerwiinschten) Variablen zu eliminieren, werden 4 weitere Gleichungen (2b) bis (5b) benétigt, die
einerseits diese 4 Variablen, andererseits auch die 6 Dreieckskoordinaten und die 2 Schnittpunktkoordinaten beinhalten.

Gleichungen (2b) und (3b):

Es ist eine Vektorengleichung aufzustellen, an der der Vektor hy, beteiligt ist. Hierzu wird das Dreieck 0-S-B (,,0“ ist
der Koordinatennullpunkt) herangezogen. Um den Vektor vom Nullpunkt nach B zu erhalten, sind der Vektor vom
Nullpunkt nach S und der Vektor hB zu addieren:

S+hy=B ==> hy=B-S
==>(2b) hy, =B, - S,
==>(3b) hg, =B, -8,
Gleichungen (4b) und (5b):
Es ist eine Vektorengleichung aufzustellen, an der der Vektor b beteiligt ist. Hierzu wird das Dreieck 0- A-C (,,0“ ist

der Koordinatennullpunkt) herangezogen. Um den Vektor vom Nullpunkt nach C zu erhalten, sind der Vektor vom
Nullpunkt nach A und der Vektor b zu addieren:

A+b=C ==> b=C-A
==>(4b) b, =C, — Ay
==>(5b) b, =C,— A,
Kombination der Gleichungen (1b) bis (Sb) ==> Gleichungen (6b) und (7b):

hgy by+hyy by =0 ==> (By =S, )-(Cx —A4)+(By—S,)- (Cy—A{)=0

Auflésung nach Sx:
(By —Sy)-(Cx —Ay)=—(By —Sy)-(Cy — Ay)
==> B, Cy —By Ay — S Cy+Sy-Ay=—(By, —Sy)-(Cy —Ay)

(By—Sy)-(Cy—Ay)
C,— A

==> By (Cx —Ayx) =Sy (Cx —Ay) ==(By =Sy )-(Cy—Ay) == By—Sy=-

X X

(BY 7SY)'(CY 7AY)
C,—A

—> (6b) S, =B+

X X

Auflésung nach Sy:

(BY _Sy)'(cy - Ay) = _(BX _Sx)'(cx - Ax)



= BY'CY_BY'AY_SY'CY+SY'AY:_(BX_SX)'(CX_AX)

(By =Sy)-(Cx —A
Cy,—A

=> By (Cy —Ay) =Sy (Cy = Ay)=—(By = 8y)-(Cy —Ay) => By =Sy =—

Y Y

Sx) ’(CX - Ax)

— (BX_
==>(7b) S, =B+ C._A

Y Y

Schnittpunkt der beiden Hohen von A nach a und von B nach b:
Gleichungen (8) und (9):

Um die Schnittpunktkoordinaten Sx und Sy zu erhalten, sind die Losungen fiir Sy in den Gleichungen (7a) und (7b)
sowie die Losungen fiir Sx in den Gleichungen (6a) und (6b) gleichzusetzen:

+(AX_SX).(CX_BX):B +(BX_Sx)'(CX_Ax)
Y Cy — By v Cy—Ay
und
AX"‘ (Ay_ Sy)'(cy - By) - BX+ (BY - Sy)' (Cy - Ay)
Cx — By Cx —Ax

Das Computeralgebrasystem Maxima (http://maxima.sourceforge.net) errechnet aus diesen Gleichungen wie bereits
oben angegeben:

®)
2 2 2 2 2
SX:(BY—AY)CY +((By—=Ay)Cy—=B +A?)-Cy+(A Ay —By-By)-Cy+A By +(A By —A ) By —A A -By
(By—Ay)Cy+(Ay—By)-Cy+ A By— A By
und
®
Sy__((BY—AY)-CX—BX-BY+AX~AY)-CY+(BX—AX)~CX2+(A 2-B, ) Cy+(AyBy—Ay Ay ) By+A B — A 7By

X
(BX_AX)'CY +(AY By)'cx"'Ax'BY_AY'Bx

Um zu beweisen, dass alle drei Dreieckshdhen einen einzigen Schnittpunkt haben, sind auch fiir die Héhe von C nach ¢
die Gleichungen (1) bis (5) aufzustellen und der/die Schnittpunkt(e) dieser Hohe mit den beiden anderen Héhen zu
vergleichen mit dem soeben ermittelten Schnittpunkt dieser beiden anderen Hohen.

Hohe von C nach c:

Gleichung (1¢):

Da die Hohe hc und die gegeniiberliegende Dreiecksseite C definitionsgemél einen rechten Winkel bilden (orthogonal
aufeinander stehen), ist das Skalarprodukt der Vektoren h,. und ¢ gleich Null:

c¢=0
Der Vektor h,. hat zwar nur die Lénge der Strecke von S nach C, erreicht also nicht die Seite ¢, da Vektoren aber in
der Ebene beliebig parallel und gleichgerichtet verschoben werden koénnen, ohne ihre Identitit zu dndern, ist obige
Gleichung gleichwohl zutreffend.

Unter Heranziehung der Formel zur Berechnung des Skalarprodukts aus den Koordinaten der Vektoren

[ @ b=ay -by+ay-by ]


http://maxima.sourceforge.net/

folgt (1¢) hy-cy+hoy-cy =0

Um diese 4 (unerwiinschten) Variablen zu eliminieren, werden 4 weitere Gleichungen (2c¢) bis (5c) benétigt, die
einerseits diese 4 Variablen, andererseits auch die 6 Dreieckskoordinaten und die 2 Schnittpunktkoordinaten beinhalten.

Gleichungen (2¢) und (3¢):
Es ist eine Vektorengleichung aufzustellen, an der der Vektor hy. beteiligt ist. Hierzu wird das Dreieck 0-S-C (,,0° ist

der Koordinatennullpunkt) herangezogen. Um den Vektor vom Nullpunkt nach C zu erhalten, sind der Vektor vom
Nullpunkt nach S und der Vektor h,. zu addieren:

- -

S+he=C ==> h.=C-S§
==>(2¢) hey =Cy—S

X

==>(3¢) hey =Cy— Sy

Gleichungen (4¢) und (5¢):

Es ist eine Vektorengleichung aufzustellen, an der der Vektor ¢ beteiligt ist. Hierzu wird das Dreieck 0- A-B (,,0 ist

der Koordinatennullpunkt) herangezogen. Um den Vektor vom Nullpunkt nach B zu erhalten, sind der Vektor vom
Nullpunkt nach A und der Vektor ¢ zu addieren:

-

A+¢=B —> ¢=B-A
==>(4¢) ¢y, =B, — A,
==>(5¢) ¢, =B, — A,
Kombination der Gleichungen (1¢) bis (5¢) => Gleichungen (6¢) und (7c¢):

heyex*hey ey =0 ==> (Cy =8, ) (By = Ay)+(Cy = Sy)-(By —Ay)=0
Auflésung nach Sx:

(CX - Sx) '(BX - Ax) = _(CY - Sy) '(BY - Ay)

==> Cy-By —Cy Ay — S "By +S,-Ay =—(C, —S,)-(By —A,)

(Cy—Sy)-(By—Ay)
==> Cy-(By—A) =Sy (By—A)=~(Cy =8, )(By—Ay) ==> Cy -8 =————F—F—~
By — A

X

==>(6¢) S, =Cy+ (Cy =Sy):(By ZAY)

BX_AX

Auflésung nach Sy:
(Cy =Sy)-(By =Ay)=—(Cy =Sy )-(By — Ay)
==> Cy-By —Cy- Ay =Sy By+8y-Ay = —(Cy =Sy )-(By — Ay)

(Cx—Sx) (Bx—Ay)
= CY'(BY_AY)_SY'(BY_AY):_(CX_sx)'(Bx_Ax) => Cy—Sy=- . B):{—AX .

Y

Cy —S4)- (B —A
==>(7¢) S, =C,+ ( X BX)_(AX x)
Y

Y



Schnittpunkt der beiden Hohen von A nach a und von C nach c:

Gleichungen (8) und (9):

Um die Schnittpunktkoordinaten Sx und Sy zu erhalten, sind die Losungen fiir Sy in den Gleichungen (7a) und (7¢)
sowie die Losungen fiir Sx in den Gleichungen (6a) und (6¢) gleichzusetzen:

AY+ (AX_ Sx)'(cx_ Bx) — CY+ (CX_ SX)'(BX - AX)
CY_BY BY_AY
und
. (Ay—Sy)-(Cy—By) Cco. (Cy—Sy)-(By—Ay)
X CX_BX X Bx_Ax

Das Computeralgebrasystem Maxima (http://maxima.sourceforge.net) errechnet aus diesen Gleichungen erneut wie
bereits oben angegeben:

@®
. (By—A{)Cy2+((By— Ay ) Cy—B?+A?)-Cy+(A A, —B B, )-Cy +A B 2 +(A B, —A?) B, —A A, By
(By=Ay)Cy+(Ay—By)-Cy+AyBy— Ay By
und
®
Sy:_((BY—AY)-CX— By By+A Ay )-Cyt(By— Ay ) CP+(A =By 2)-Cy+(Ay By —A Ay ) By+A B 2 — A > By
(By—Ay)-Cy+(Ay—By)-Cy+A-By—Ay By

Schlussfolgerung:

Die beiden Hohen von A nach a und von B nach b haben den gleichen Schnittpunkt wie die beiden Hohen von A nach a
und von C nach c.

Demzufolge haben auch die beiden Hohen von B nach b und von C nach c bzw. alle drei Hohen diesen gemeinsamen
Schnittpunkt.


http://maxima.sourceforge.net/

